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En esta unidad aprenderas a.. & [7

Conocer y manejar relaciones entre angulos generados por rectas.
Utilizar el teorema de Tales y sus aplicaciones.

m Calcular la suma de los angulos de un poligono convexo y el angu-
lo interior de un poligono regular cualquiera.

m Utilizar el teorema de Pitdgoras y sus aplicaciones.
Reconocer y describir elementos y propiedades de figuras planas.
Calcular el perimetro y el area de poligonos y figuras circulares.

jComienza leyendo!

La Calzada del Gigante es una formacion rocosa muy espectacular que se
encuentra en Irlanda del Norte. Existe una leyenda que relaciona estas co-
lumnas hexagonales con una rivalidad entre gigantes, pero su origen esta
menas relacionado con la magia de los cuentos y mas con la de la natura-
leza y las matematicas.

Hace 50 o B0 millones de afos, esa zona se inundd de lava y se formo
una meseta de roca liquida. Al enfriarse muy répidamente, se resquebrajé
de forma parecida a como lo hace la tierra enfangada, creandose una red
poligonal. Pero en este caso las grietas siguieron verticalmente hacia abajo
formando esos prismas hexagonales tan peculiares, resultado del camino
mas eficiente que casi siempre sigue la naturaleza para economizar mate-
ria y espacio.

Responde © 17

m (Dénde pondrias una antena de méviles que tuviese que dar servi-
cio a tres poblaciones?

m (Como sabes que dos figuras son semejantes?

m (En qué punto apoyarias una placa triangular sobre una columna
para que se mantuviese en equilibrio?

= Sitienes un movil puedes descargarte GeoGebra. (Sabes hallar el
incentro de un tridngulo con esta app?

{Por qué las colmenas de las abejas son hexagonales?

{Como puedes saber la distancia real entre dos ciudades al mirar
un mapa?




n Angulos y triangulos

En geometria hay unos conocimientos basicos sobre angulos y triangulos
gue es importante que adquieras.

1.1. Angulos formados por rectas que se cortan

Dos rectas que se cortan forman cuatro dangulos opuestos por el vértice
dos a dos.

Dos angulos opuestos por el vértice son iguales. J

Dos rectas paralelas cortadas por otra recta forman ocho angulos que se
relacionan de la siguiente manera:

% Los angulos alternos internos son iguales entre si: 4y 6, 3y 5.
# Los angulos alternos externos son iguales entre si: 1y 7, 8 y 2.

# Los angulos correspondientes son iguales entre si: 2y 6, 3y 7, 1
y5,4y8.

1.2. Suma de los angulos de un triangulo

La suma de los angulos de un triangulo es siempre 180°. J

Observa que, si trazamos una paralela al lado BC del triangulo ABC, los
lados del triangulo forman una secante cortando a dos paralelas. Asi se
ve claramente que los angulos By B’y Y y Y, son iguales entre si por
ser alternos internos.

Comprobamos por tanto que la suma de los tres angulos es 180°.

Practica y aprende

0082 . ) ”
1. &> Di cuanto valen los angulos de un triangulo:

a. Con un angulo de 60°y otro de 85°. a_ g

b. Equilatero. d

c. Isésceles con el angulo desigual de 70°. P
2. Hallag, b, cyd.
0002 , . .
&=3~" Halla los 4ngulos desconocidos, justificando en cada caso el resultado.

Los angulos rectos se representanU

o un euacredo \@( >@<
o y (e}
o 20 40
90° 30° >0 87° 3

4. Halla los angulos que faltan en cada caso.

V4
70° X 93° X
130° 50°
50° VRX y ALy N

5. Halla x en los triangulos isésceles del margen.

Geometria del plano Unidad 6
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1.3. Dibujar tridangulos

1 Con regla y compas

Dibujo de un triangulo dados sus tres lados.
Dibuja con regla y compas un tridngulo de lados 7 cm, 9 cmy 12 cm.

4

9cm ! 9cm

™N
””\””“‘”\””“”‘\””“‘”\””“”‘\”‘“””\””“”‘\””‘””\””“‘”\”” ””\””‘””\””‘ I

I 7 695 4R > 1 o

Dibujo de un tridangulo dado un angulo y los dos lados adyacentes.

Dibuja usando un cartabén, regla y compas, un triangulo con un angulo de 30° y sus lados adyacentes de
8cmy 13 cm.

I Con GeoGebra

Dibujo de un triangulo dados sus tres lados

Dibuja un tridngulo de lados Pz

7,9y12. Con la herramienta segmento de longitud dada, , dibuja un segmento de lado 12.
o 0

Con la herramienta circunferencia (centro, radio), Y

Donde se cortan las circunferencias afade un punto, , y con la herra-

@I dibuja dos circunferencias, cada una con cen- I>‘
tro en un extremo del segmento, de 7 y de 9. mienta poligono, , crea el tridngulo sobre los tres puntos.

Dibujo de un triangulo dado un angulo y los dos lados adyacentes

Utiliza las herramientas segmento de longitud dada, - , luego la de dngulo dada su amplitud, <

, después circunferencia

(centro, radio), @ , y finalmente segmento dados dos puntos, a

Practica y aprende &

6. 2% @ Dibuja un tridangulo tal que:
a. Tenga lados de 3 cm, 4 cmy 5 cm. c. Tenga un angulo de 45°y los lados adyacentes de 10 cmy 13 cm.
b. Tenga lados de 10 cm, 11 cmy 12 cm. d.A=45°b=10cmya=9cm.

Unidad 6 Geometria del plano
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Mediatriz

Geometria del plano

E Lugares geomeétricos

® Marca un punto, C, y dibuja los puntos que distan 3 cm de C.
» Dibuja una recta, r, y traza los puntos que distan 2 ¢cm de ella.

A veces resulta interesante conocer qué figura generan los puntos que
cumplen una condicién, o propiedad. Incluso, definir elementos geomé-
tricos por sus propiedades. En lenguaje matematico esto se expresa con
«el lugar geométrico de los puntos que...».

2.1. La circunferencia

La circunferencia de centro Cy radio r es el lugar geométrico de los
puntos del plano que distan r del punto C.

Ejemplo

Dibuja el lugar geométrico de los puntos que distan mas de 3 ¢cm, pero menos de 5 cm
de un punto C.

2.2. La mediatriz

La mediatriz de un segmento AB es el lugar geométrico de los pun-
tos del plano que estan a la misma distancia (equidistan) de A y de B.

Observa que la mediatriz del segmento es perpendicular a este.
Construccién de la mediatriz con regla y compas:

2.3. La bisectriz

La bisectriz del angulo formado por dos semirrectas, ry s, es el lugar
geométrico de los puntos del plano que estan a la misma distancia
(equidistan) de las dos rectas.

La bisectriz de un angulo divide el &ngulo en dos iguales.
Construccién de la bisectriz con regla y compas:

W, & A

Unidad 6




Ejemplo
Halla la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC.

Para encontrar el centro de esta circunferencia tenemos que buscar el punto que esté

a la misma distancia de A, By C.

® Sabemos encontrar los puntos que estan a la misma distancia de A y de B. Son los

puntos de la mediatriz de AB.
# También los puntos que estan a la misma distancia de B'y de C. Son los puntos de
la mediatriz de BC.
El punto en el que se corten ambas mediatrices sera el que equidiste de los vértices
del tridangulo.

o

Practica y aprende &

7. Halla la circunferencia inscrita al triangulo ABC. Para encontrar la circunferencia
tenemos que buscar los puntos que equidisten de los tres lados. Asi:

a. Busca, y dibuja, los puntos que equidistan del lado AB del AC. {Qué pun-
tos cumplen esa condicién?

b. Busca, y dibuja, los puntos que equidistan del lado AC del BC.

c. Con el compas, traza la circunferencia inscrita al tridngulo.

8. Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que distan 2 cm de los lados de
un rectangulo de lados 4 cm y 3 cm. ¢Cuantas figuras has obtenido?

9. Tres ciudades, A, By C, estan localizadas de manera que ocupan los vértices de
un tridangulo is6sceles de lados iguales 40 km y lado desigual, AC = 50 km. Si
se quiere colocar una antena de mévil de forma que equidiste de Ay de B y esté
a menos de 30 km de C, {dénde podra colocarse la antena?

a. Encuentra los puntos que equidistan de Ay de B.
b. Encuentra los puntos que estan a menos de 30 km de C.

c. Senala los puntos que cumplen ambas condiciones a la vez.

2.4. Rectas y puntos notables de un tridangulo
Al estudiar triangulos hay otros dos tipos de rectas relevantes.

I Las alturas de un tridngulo

Un tridangulo tiene 3 alturas, una por cada
lado, que van desde cada vértice, perpendicu-
larmente al lado opuesto, o a la prolongacion
del lado opuesto.

I Las medianas de un tridangulo

. . A
Las medianas de un triangulo son los segmen-

tos que unen cada Vvértice con el punto medio
del lado opuesto.

Si colocas un triangulo sobre el canto de una
regla apoyandose en una mediana, veras que
se mantiene en equilibrio. También si lo apoyas
sobre la punta de un lapiz en el punto de corte

de las tres medianas. ¢ P

Unidad 6

Geometria del plano



del tridngulo.

Puntos notables de un triangulo

Circuncentro: punto en el que se cortan las tres mediatrices

Es el centro de la circunferencia circunscrita.

Incentro: punto en el que se cortan las tres bisectrices de un

triangulo.

Es el centro de la circunferencia inscrita.

triangulo.

Ortocentro: punto en el que se cortan las tres alturas de un

Baricentro: punto en el que se cortan las tres medianas de

un tridngulo.

Es el centro de gravedad del tridngulo.
En una mediana, la distancia del baricentro a un vértice es el
doble que la del baricentro a la recta.

A

La recta de Euler

El circuncentro, el baricentro y el
ortocentro de un tridngulo estan
sobre una misma recta que se llama 1.
la recta de Euler.

Si el triangulo es isésceles, el incen-
tro también pertenece a esa recta.

Practica y aprende €@

2 IR

vértice?

S0

12.

Si la distancia desde el vértice de un tridngulo hasta su baricentro es de 30 cm,
{cuanto mide la distancia del baricentro a la mitad del lado opuesto a ese

0002 .., . ., z
“~" Dibuja un tridangulo acutangulo y sus tres alturas.

Q2 o 2 5z s .
2~" Dibuja un tridngulo obtusangulo y sus tres alturas. Veras que el ortocen-
tro queda fuera del triangulo.

13. 85%° Dibuja un triangulo equildtero de 10 cm de lado y dibuja sobre él las

rectas y puntos notables. ¢Qué puedes observar?

@ GeoGebra. Construcciéon de las rectas y puntos notables de un triangulo

triangulo.

Con la herramienta punto, , dibuja los tres vértices de un tridngulo: A, By C. Con la herramienta poligono, , dibuja el

Con la herramienta

mediatriz, , dibuja las

tres mediatrices y sefiala con
un punto donde se cruzan.
Nombra a ese punto como
Circuncentro. Dibuja la
circunferencia circunscrita.

Con la herramienta bisectriz,

, dibuja las bisectrices y

sefala con un punto donde se
cruzan. Nombra a ese punto
como Incentro. Dibuja la
circunferencia inscrita.

Con la herramienta

perpendicular, , dibuja las

alturas. Sefnala con un punto
donde se cruzan. Nombra a
ese punto como Ortocentro.

Con las herramientas punto

medio, D y segmento,

e .
, traza las medianas

y marca el punto donde
se cruzan, nombrandolo
Baricentro.

A

B

C

A

B

B

A

Con la herramienta recta, , traza la recta de Euler y nébmbrala RectaEuler.
Mueve los vértices del tridngulo hasta conseguir que los cuatro puntos notables estén alineados. ¢Qué tridngulo tienes?
Sigue moviendo los vértices hasta conseguir que todos los puntos notables coincidan. {De qué tipo de tridngulo se trata?

Geometria del plano
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{Cudles de las figuras del margen son semejantes a
esta foto? ¢{Por qué?

forma, aunque no tengan el mismo tamano.

Dos figuras son semejantes si tienen la mismaJ

En las figuras semejantes las longitudes correspondientes son proporcio-
nales y los angulos son iguales.

3.1. Poligonos semejantes

Los elementos homologos, o correspondientes, de dos figuras, son
los que ocupan el mismo lugar en ambas.

Dos poligonos son semejantes si sus lados homélogos son propor-
cionales y sus angulos homdlogos son iguales.

Ejemplo

Los poligonos al margen son semejantes porque los lados homoélogos a y a’, by b’, ¢
y ¢’... no son iguales pero si proporcionales, es decir:

a_b_c _d_e

a b d d €

Y los angulos A, B, C, Dy E son iguales a A, B’, C’, D’y E’ respectivamente. Las razones de semejanza entre dosU
figuras semejantes son inversas:
La razén de semejanza, o razén de proporcionalidad, es el nimero r:l,
por el que se multiplica un segmento para obtener su homdlogo. d
Entre dos figuras, Fy F’, existen dos razones de semejanza: Si la razén de semejanza entre dosU
Iy figuras es r, la razén de semejanza
El nmero por el que hay que multiplicar F para obtener F': —=r. entre sus reas es r°.
aa Si son tridimensionales, la razén de
El nimero por el que hay que multiplicar F* para obtener F: = =r". semejanza entre sus volimenes seré r°.
a

Practica y aprende &

14. Di si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Cuando sean falsas, pon un contraejemplo:
a. Todos los tridangulos son semejantes.

. Todos los rectangulos son semejantes.

Todos los cuadrados son semejantes.

. Dos poligonos que tienen la misma cantidad de lados, y ademas estos son proporcionales, son semejantes.

Dos poligonos que tienen los lados proporcionales y los dngulos iguales son semejantes.

o0 T

6 cm

15. ¢Cual es la razén de semejanza entre los dos cuadrados del margen? ¢Y la razén de semejanza
entre sus areas? Calcula las areas de ambos y compruébalo. {Cudntos cuadrados pequenos ca-
ben dentro del grande?

3 cm

0091 , . 2 g p
16. > Dos pentagonos regulares son semejantes con razén r = 5. Si el perimetro del menor es

15 m, écudnto mide el lado del mayor?

0091 . : . : p . i Az
17. 3> Dos figuras son semejantes con una razén de semejanza de sus areas de 9. Si un lado del menor es 1, écuanto medira

su homélogo en el mayor?

Unidad 6 Geometria del plano



3.2. Tridangulos semejantes y criterios de semejanza

Para verificar que dos tridangulos son semejantes no es necesario
medir cada uno de sus dngulos y cada uno de sus lados y compararlos.
Podemos verificarlo de tres formas distintas, mas sencillas:

I Criterios de semejanza de tridangulos
Dos triangulos son semejantes si:

Tienen dos angulos iguales. Tienen dos lados proporcionales y | Tienen los tres lados
el angulo que forman, igual. proporcionales.
C
c C C
AN /\ < 2 <
A — B Al——Dp %\ b/ \a’
A - B AS——>B8 | A - B AL——p

Practica y aprende

Normalmente, los tridngulos seZ]
nombran por sus vértices en mayus-

. 18. Indica si son semejantes los siguientes triangulos:
culas y los lados toman la misma

letra que el vértice opuesto, pero en a. Uno de dngulos de 35°y 55° y el otro de 90° y 35°.
minuUsculas. b. Uno deladosde3cm,4cmy5cmy el otrode 6 cm, 10 cmy 8 cm.
c c. Dos triangulos equildteros.
d. Dos triangulos isosceles.
b a e. Dos triangulos rectangulos isésceles.
f.a=15mb=10myC=42%a"=3cm, b'=2cmyC’ = 42°.
A B 0082 .~ , .. .,
c 19. 2> (Qué tiene que valer el dato que falta para que los dos tridngulos, en
cada caso, sean semejantes?
a. a=28wm,b=10cmyc=22cm;a’"=7cm,b’=___cmyc' = __ cm.
b. A=37°B=83°c=24km,b=20km; A= °B = °
C'=_°c=40kmyb" = km.
c. A=30°B=60°c=24cm,a=12cm A= °B = ©°
C'=_°%a=10cm,b’=__ cm;c’'=__ cm.

20. En el triangulo rectangulo del margen se ha trazado la altura, x, generando dos
triangulos rectangulos dentro. Dibuja los tres triangulos, el original (el grande),
el mediano y el pequefio y pon valor a sus lados. Demuestra que son semejantes
yhallax, yyz

21. Dibuja con regla y compés un tridngulo de lados 4 cm, 5 cm y 7 cm. Dibuja
luego otro triangulo semejante que tenga los lados el doble de largos.

22. Dos triangulos isésceles que tienen los dngulos iguales de 43°, ¢son semejan-
tes? Justifica tu respuesta.

23. Las longitudes de los lados de un tridngulo son 4 dm, 5 dmy 7 dm. ¢Cuanto
mediran los lados de otro semejante que tiene de perimetro 32 m?

24. Halla x en el tridangulo semejante a ABC.

Geometria del plano Unidad 6



3.3. Teorema de Tales. Triangulos en posicion B

de Tales B¢

Se dice que dos triangulos estan en posicion de Tales si comparten
un angulo y tienen los lados opuestos a ese angulo, paralelos. A

Teorema de Tales

Sien un tridangulo se traza una linea paralela a cualquiera de sus lados,
se obtiene un tridngulo que es semejante al tridngulo dado.

Ejemplo
Halla x e y en la figura. 2m
Por el teorema de Tales, el tridngulo rojo y el amarillo 7 m a
son semejantes. Por lo tanto: 5m Demostracion grafica del teorema
: de Tales

L=i=>x=u=3,89cm )
7+2 5 9 8m 7 ' Dos rectas

. ) paralelas cortadas

8 =L:>8+yzﬂz>y=g_8 por otra recta

8+y 7+2 7 7

Asi, y es aproximadamente 2,29 cm.

\ \

Dos triangulos con dos angulos
1 Resultados utiles del teorema de Tales iguales son semejantes.

Una consecuencia del teorema de Tales es que los segmentos forma-
dos por los cortes de rectas secantes con rectas paralelas tienen
longitudes proporcionales.

Es decir:
A8 _BC _AC AB _AB AB_AB BC _BC
A8 BC AC ' AC AcC 'BC BC ' AC AC

Esto es util para dividir un segmento en partes iguales:

]l

r

D E
También para dividir un segmento en partes proporcionales a las de otro. EHF
Practica y aprende &
3m
0002 . ] 22
25. 3~ Hallax ey en la figura. Recuerda que el teorema de Tales se aplica a triangulos seme- 4m
jantes y que el resultado que hemos visto se aplica solo a los segmentos producidos por el > m y
corte de las paralelas. Explica en cada caso cual de los dos resultados estas usando. 3m X

26. &2 Un triangulo ABC de lados AB=7 cm, BC=4 cm y CA =6 cm, esta en posicién de Tales con otro AEF cuyo peri-

metro mide 85 cm. {Cuanto miden los lados del tridngulo AEF?

27. &2 |dentifica el par de triangulos semejantes que hay en cada figura y justifica por qué lo son.
@ C BEJ/CD 2 A AB//DE - 3
B AB// EF
D C B
A £ D E B BC// DE

Unidad 6 Geometria del plano



Barras de escala U ﬂ Mapas y planos, escalas

Son representaciones visuales de la
escala de un mapa.

1 0 Escal‘? 1:30 0200 3 km Los mapas y planos son un uso especifico de la semejanza.

La razdn de semejanza, r, entre la realidad y el mapa, o el plano, se
Escala 1:100000 ] .
5 0 5 4 6 km llama escala y se escribe 1:r.

Para encontrar la distancia real entre dos lugares representados en un plano,
0 mapa, se mide la distancia en el plano, o mapa, y se multiplica por la escala,
r. Para pasar de la medida real a la representada, se divide entre la escala.

Observa Multiplicar
/ por escala \
La escala no tiene unidades. Si mides

en centimetros y multiplicas por la es-
cala obtienes centimetros. Si mides en
kilbmetros obtendras kildmetros.

Mapa Realidad

\ Dividir /
entre escala

En el caso de querer hallar un area, se multiplica o se divide por la escala
al cuadrado, r?. Y si es un volumen, por la escala al cubo, r3.

Bustarviejo

Ejemplo

La distancia entre dos ciudades, medida en un mapa de escala 1:25000, es de 25 cm.
{Cuéntos kilémetros hay, realmente, entre esas dos ciudades? Haz un dibujo de una
barra de escala en la que aparezcan sefalados 500 my 1 km.

Para encontrar la distancia real se multiplica: 25 cm - 25000 = 625000 cm.
Se pasa de cm a km: 625000 cm = 6,25 km es la distancia real.

Para hacer el dibujo de la barra de escala, tengo que hallar cudnto medirian en el mapa
500 my 1 km; luego lo pondremos en centimetros por comodidad:

500 m /25000 = 0,02 m =2 cm
1 km /25000 = 0,00004 km = 4 cm
Dibujamos una barra de 4 ¢cm en la que marcamos 1 km, y en los 2 cm los 500 m.

0 500 m 1 km
B

Practica y aprende &

0002 @ . o
28. =™ Encuentra en cada caso cudl es la distancia que representa 1 cm en cada una de las barras de escala.

a. N 1N =N = b. I W W W]
0O 2 4 6 8 10 12 16 50 0 50 km
L ]1cm L I1cm
29. En un mapa, cuya escala es 1:500 000, tres ciudades estan en los vértices de un tridngulo equildtero. La distancia entre dos
de ellas es de 12 cm.

a. (Cudl es la distancia real a la que se encuentran?
b. (Cudl es el &rea real que abarcan?
c. Dibuja una barra de escala en la que aparezcan 5 km, 10 km y 25 km.

30. ¢{Qué dos ciudades estan a mas distancia, las que estdn a 10 cm en un mapa a escala 1:25 000 o en un mapa a escala 1:50 000?

31. El 4rea de una habitacién en un plano de escala 1:50 es de 48 cm?. ¢Cuantos metros cuadrados tiene la habitacion? Dibuja
una barra de escala para el plano en la que aparezcan T my 2 m.

Geometria del plano Unidad 6



E Longitudes y areas

Para hallar areas de poligonos, practicamente basta con saber hallar
longitudes y areas de rectangulos y triangulos. Para estos ultimos es
imprescindible saber utilizar el teorema de Pitadgoras.

9.1. Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo la suma del

cuadrado de los catetos es igual a la hipo- <
tenusa al cuadrado.
a’+ b*>=¢? 5

Ejemplo

Halla el area de un tridngulo rectdngulo que tiene 10 cm de hipotenusa
y uno de sus catetos mide 6 cm.

Como es un tridngulo rectdngulo, podemos usar el teorema de 10 cm
Pitadgoras.

h*+6>=10"=
=>h?=10"-6"=h=+/100—36=h=+,/64 =+8
Como la hipotenusa no puede ser negativa, el resultado -8 no tiene
sentido. Por lo tanto, h = 8 cm.
b-h_6-8

El drea es: ——=—>=24 cm?
2 2

6cm

Practica y aprende @

Q

Catetos: lados que forman el &ngulo
recto en un tridngulo rectangulo.

Hipotenusa: lado opuesto al 4ngulo
recto.

0002 0 0 0z 7 o/ 0 / /
32. &3~ Halla el lado que no se conoce en los siguientes triangulos rectangulos. Identifica primero cuales son los catetos y cual

la hipotenusa.

. b. .
° = 25m X ¢ 35 cm X
Cnl 12 cm
12 cm 30 cm
X

33. Halla la hipotenusa de un tridngulo rectangulo isésceles de lado 10 cm.

34. Halla la altura de un tridngulo equilatero de lado 4 cm.

d. 25 cm ’
X
24 cm

35. Utiliza el teorema de Pitdgoras para comprobar cuales de los siguientes tridngulos son rectangulos:

4,8 km

6 cm

a. b. C. d.
25 cm 12 m
6 km 7 em
13,5m
24 cm

3,6 km

10 m

0003 ;
36. 2% Halla el perimetro de la cometa.

80

(o] . q
37. &% iCuénto mide la altura del trapecio?

Unidad 6
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Angulos interiores 5.2. Suma de los angulos de un poligono

Ya hemos visto que la suma de los angulos de un triangulo es 180°.

Para hallar la suma de los angulos interiores de un poligono cualquiera,
este se divide en triangulos que tengan sus vértices en los vértices del po-
ligono. De esta forma, la suma de los &ngulos de los tridngulos es igual a
la de los angulos del poligono.

Particion correcta  particion incorrecta  Se quiere hallar la suma de los 4ngulos dibujados en morado, es decir, la

de los angulos interiores del pentdgono. Como ves en el margen, hay

particiones correctas para conseguir la suma y particiones incorrectas.

Como el pentagono se ha dividido en tres tridngulos, la suma de los

angulos sera 3 - 180° = 540°. Al ser un poligono regular, cada uno de
5

=108°.

los angulos interiores medira

Investiga @

Halla la suma de los angulos interiores de los siguientes poligonos. Para ello, divide los poligonos en triangulos, teniendo
cuidado de hacer particiones correctas. Luego, completa la tabla.

O OO0

Lados del poligono 3 4 5
Numero de triangulos 1 3
Suma de los angulos interiores 180° 540°
7 ¢] o
Angulo interno 180%3 2409
= 60° = 108°
-/
Poligono convexo U La suma de los angulos interiores de un poligono convexo de n
, . . lados es:
Tiene sus angulos Internos menores
de 180°. S =180°(n-2)
.
El angulo interior de los poligonos regulares de n lados es:
~180-(n—2)
a e A
Poligono céncavo n y
Tiene algun angulo interno mayor
de 180° Practica y aprende &

38. Halla los angulos que faltan en las figuras:
a. b.

39. Utiliza los angulos interiores para demostrar que un hexdgono regular tiene el
lado igual a la distancia del centro a un vértice, es decir, igual al radio.

Geometria del plano Unidad 6



5.3. Areas de poligonos

El area se mide en unidades cuadradas. La expresiéon depende de la
unidad que utilices: si usas metros, tendras metros cuadrados, si usas
centimetros, centimetros cuadrados...

El area de un rectangulo de base b y altura h es:
A=b-h

El area de un cuadrado de lado / sera, por tanto:
A=/
Para calcular el drea de un romboide, al ser un paralelogramo, se puede

recolocar el tridngulo de una esquina en la otra, formando un rectangulo
de base la que tenfa y misma altura.

El area de un romboide de base b y altura h es igual que la del
rectdngulo:
A=b-h

Para hallar la férmula del drea de un triangulo, observa que se puede
dividir en dos tridngulos rectangulos.

El 4rea de un triangulo de base b y altura h es:

_b-h
A=y

Para hallar el area de un trapecio, podemos colocar dos de ellos unidos
para crear un romboide y dividir el area del resultado entre dos.

El drea de un trapecio de base mayor B y base menor b es:
_(B+h)-h

A
2

Practica y aprende &
&R Calcula el rea de los triangulos del margen.

9082 . 2 2 g .
S El 4rea de un rectangulo es de 25 m?. Si la base mide 10 m, {cuédnto

mide su altura?

40.
41.

42. Calcula el area de un romboide de base 27 mm y altura 1 cm.

43. Calcula el drea del trapecio.

6m
N5 m
[ | :
10m
o091 , , o
44. 7> Calcula el area y el perimetro del rombo del margen teniendo en cuenta

que sus diagonales se cortan en el centro y lo hacen en dngulo recto.

0001 . . ~ g
45. > Se quieren poner azulejos en las paredes de un cuarto de bafo que tiene

el suelo rectangular de ancho 2 m y de largo 3 m y una altura de 3 m. Si los
azulejos son cuadrados de 1 dm de lado y la caja de 10 cuesta 5 €. {Cuénto
van a costar los azulejos?

Unidad 6

3u

12 u?

24 m
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Para hallar el drea de un rombo, contamos dos veces los triangulos en
los que lo dividen las diagonales, obteniendo un rectangulo de base Dy
altura d. El drea sera la mitad.

El area de un rombo de diagonal mayor D y diagonal menor d es:

D-d
A==%
2

1 Poligonos regulares

Las apotemas de un poligono regular son los segmentos que unen el
centro del poligono con el centro de los lados.

Los poligonos regulares de n lados se pueden dividir en n triangulos
isosceles de base el lado y altura la apotema.

Lado El area de un poligono regular de n lados es:
A=n | -apotema n-l-apotema perimetro-apotema
2 2 2
W,
Investiga @
$ Halla cuanto vale el &ngulo interior de un hexagono regular.
% Dibuja el hexdgono con su apotema y los 6 tridngulos que se forman con los radios.
& Dibuja uno de los tridngulos por separado y pon cuanto valen sus angulos interiores. (¢Qué tipo
de tridngulo es? Si el lado del hexagono mide 8 cm, {cuanto medird el radio?
® Teniendo en cuenta lo que acabas de hallar, dibuja una circunferencia y, con la apertura del radio,
ve marcando arcos.
% Une las marcas que has dibujado y observa qué sale.
/

Recuerda @

Un trapecio isdsceles tiene sus lados
no paralelos, iguales.

Geometria del plano

Practica y aprende &

80

Q2 z ‘
46. “3>" Calcula el &rea de un hexagono regular de lado 8 dm.

47. &2 Calcula la apotema de un hexagono de lado 2.

48. Calcula el &rea y el perimetro de un trapecio isésceles de 10 cm de base menor,
18 cm de base mayor y 5 cm de lados laterales iguales.

49. Halla el &rea de un octégono regular de lado 7 m y apotema 8,4 m.

50. Siel area de un pentagono regular es 43 m? y su apotema mide 3,4 m, écuanto
mide el lado del pentdgono?

51. Un heptagono de lado 10 m tiene una apotema de 10,4 m.
a. (Cuél es su area?
b. ¢Cudl es su perimetro?

Unidad 6



5.4. Areas y perimetros de figuras circulares

Longitud de la circunferencia

Area del circulo

| Longitud de arco de circunferencia |

L=2mr L=2mr

360°

Area de la corona circular Area del sector circular

<

A=Tr’

Area del trapecio circular

A=7(R*—r? A=Tr

Ejemplo

Halla el &rea de la figura sombreada del margen.

Para calcularla es necesario hallar el &rea del circulo de radio
15 ¢cm y la del cuadrado de lado 30 cm y restarlas.

Area del circulo: Ao = T+ 152 = T - 225 = 706,86 cm?
Area del cuadrado: A,4.0 = 302 = 900 cm?
Acinirado — A= 900 — 706,86 = 193,14 cm?

Practica y aprende &

52. Halla el area y el perimetro de medio circulo de radio 13 mm.

0002 , . .
53. “~" Halla el &rea de los siguientes sectores circulares:

2cm 10 m 20 cm Tm

0090 . . o o
54. &5 g campo de lanzamiento de disco es un trapecio circular de 40° y de

radio menor 2,5 m y radio mayor 80 m. {Cual es el drea del césped del campo?
{Cudl serfa el perimetro?

0003 , p
2~ Halla el area vy el peri-

metro de la figura.

55.

Unidad 6

Para pulsar 7 en la calculadora hace
falta pulsar primero Shift:

- oy g 0%
-PQOT‘I

evaeo
Asi, para hallar t - 15%

| somr
eEB -8

Geometria del plano




Para @
recordar

GEOMETRIA DEL PLANO

Angulos

Angulos opuestos por el vértice: los angulos opuestos por el
vértice son iguales.

Rectas paralelas cortadas por una secante:

geomeétricos

. . 21
formados por ® Los angulos alternos internos 4y 6, 3 y 5 son iguales. S
rectas que se |, i } 3\
T ® Los angulos alternos externos 1y 7, 8 y 2 son iguales. 6\ °
> !_os angulos correspondientes 2y 6,3y 7, 1y 5,4y 8son 2\/8
iguales.
Lugares

La circunferencia: lugar geométrico del plano de los puntos

que distan r de un punto C al que se llama centro.

La mediatriz: lugar geométrico de los puntos del plano que @ L @
equidistan de los extremos de un segmento. A 5

La bisectriz: lugar geométrico de los puntos del plano que ﬁ

equidistan de los dos segmentos que forman un angulo.

Rectas y puntos
notables de un

Punto de corte de las mediatrices: circuncentro.
Punto de corte de las bisectrices: incentro.
Punto de corte de las alturas: ortocentro.

triangulo . .
Punto de corte de las medianas: baricentro.
Dos figuras son semejantes si tienen sus lados homdlogos
proporcionales y sus angulos iguales.
Criterios de semejanza de tridngulos:
® Tienen dos angulos iguales.
& Tienen un angulo igual y los lados que lo forman,
proporcionales.
% Tienen todos sus lados proporcionales.
Semejanza , -~ p
) Teorema de Tales: si en un tridngulo se traza una linea B
paralela a cualquiera de sus lados, se obtiene un tridngulo B
que es semejante al triangulo dado.
Resultado: los segmentos formados por los cortes por = C
dos rectas secantes en rectas paralelas tienen longitudes
proporcionales.
.. AB _AB AB _AB BC _BC
Esdecin === | ===y =—=—=
C AC "BC BC ~ AC AC
Tet.)r,ema de a2+ bt = &2
Pitagoras
Suma de los angulos interiores: S = 180° - (n — 2)
Poligonos , L 180-(n—2
g Angulo interior de un poligono de n lados: a = 180:(n=2)
n
Rectangulo Tridngulo Romboide Trapecio
b A bt
: b
A=b- h A=b-h A_(B+b)-h
. 2
Areas Rombo Poligono regular Circunferencia Circulo
Lado
A= D-d A= perimetro - apotema P =2mr A = 71
S22 2




Para . @
practicar
Angulos
1. 227 Halla x e y justificando tu respuesta.
41°
X Xalo 3x

x +20\x + 10
X 2X

y

2. Da una razén por la que AE no puede ser un seg-
mento recto.

4. Hallaa, byc

5. Halla el angulo CFE.
A B

C £ _p

6. Halla x.

405

Lugares geométricos

7. &2 Un tesoro est4 enterrado a 70 m de una esta-
tua y a 80 m de la puerta de un parque. La estatua
estd a 100 m de la puerta. Dibuja los posibles luga-
res en los que puede estar enterrado el tesoro.

0003 . . P

8. &R Dibuja el lugar geométrico de los puntos que
estan a 5 cm de un punto A. (Es un punto, una li-
nea o un superficie?

9. &%’ Halla el 4rea del lugar geométrico de los pun-
tos del plano que estan a mas de 3 dm de un punto
A, pero a menos de 5 dm de ese punto.

Unidad 6

10. Si dibujas las bisectrices de un poligono no regular,
¢se cortan en un punto? Puedes comprobarlo con
GeoGebra.

11. Un bebé estd en un parque rectangular de 3 m por
2 my sacando el brazo por la verja alcanza 50 cm.
Dibuja el parque y la zona que alcanza el bebé.

Rectas y puntos notables de un triangulo
0003 ~. - .

12. e~ Di si son verdaderas o falsas las siguientes
afirmaciones, y explica por qué las falsas lo son:

a. El circuncentro es el centro de gravedad del
triangulo.

b. El ortocentro siempre esta dentro del triangulo.
c. El baricentro siempre esta dentro del triangulo.

d. Siun triangulo es rectangulo su ortocentro es el
vértice de angulo recto.

e. Elincentro de un tridngulo es el centro de la cir-
cunferencia circunscrita.

13. ¢Como se halla el centro de gravedad de un trian-
gulo cualquiera?

14. Completa las frases:

a. Solo en el caso de un triangulo isésceles, la recta
de Euler pasa porsu .

b. En un tridangulo equilatero, el circuncentro, el in-
centro, el ortocentro y el baricentro .

c. Las alturas de un triangulo se cortan en el .

d. En una mediana, la distancia del baricentro al
vértice es _ veces la distancia del baricentro a la
mitad del lado opuesto.

e. Las bisectrices de un tridngulo se cortan en el

15. Si el radio de la circunferencia circunscrita a un
triangulo equilatero es de 10 cm, ¢cuanto mide el
radio de la circunferencia inscrita?

Semejanza

0001 . . . . .
16. 22" Indica si son semejantes los siguientes pares
de tridangulos.

a. Uno con un angulo de 30° y otro de 72° y el
otro con un angulo de 78° y otro de 72°.

b. Un triangulo rectdngulo con un angulo de 30°y
otro triangulo rectangulo con un angulo de 60°.

c. Un tridngulo isosceles con el angulo desigual de
70° y otro tridngulo isdsceles con angulos igua-
les de 55°.

Geometria del plano



Para

practicar @

da=12um, b=9cmyc=6cm;a =8m,
b’=6myc =4m.

e. Uno de angulos 30°y 40° y otro de angulos 15°
y 20°.

17. Calcula el valor que falta para que los siguientes pa-
res de tridngulos sean semejantes:

a.a=12wm,b=16cmyc=20cm;a" =9 m,
b’=  myc'=_m.

b. A=35°B8=40°yA" =35°,C'=

c.a=7mb=5myC=20°%a =21 m,
b'= myC'=_°

18. Halla los lados que faltan en cada uno de los pares
de tridngulos semejantes:

Ry

18 12

19. Un arbol proyecta una sombra de 15 m. Al mis-
mo tiempo, Laura, que mide 1,60 m, proyecta una
sombra de 8 m. {Cuanto mide el arbol?

20. &R Dos figuras son semejantes con razén de se-
mejanza 3. Si la menor tiene un perimetro de 20 m,
{qué perimetro tiene la mayor? Y si el area de la
primera es 9 m?, {cudl serd el area de la sequnda?

Teorema de Tales

21. &%’ Halla AE, CE y AB.
A

B

8 cm 2cm

22. Halla x e y sabiendo que los lados de 10 y 5 cm son
paralelos.

Geometria del plano

23. lIdentifica 3 tridngulos semejantes de cada figura y
justifica por qué lo son.

cl—L1 A

24. Utiliza el teorema de Tales para dibujar en la recta

. 3 7
real las fracciones = y —-
775
25. Utiliza el teorema de Tales para dividir un segmento
de 10 cm en 3 trozos, el primero el doble que el se-
gundo y el tercero tres veces el primero.

Mapas y planos

26. En un mapa, la distancia entre dos ciudades es
15 cm; si en realidad estan a 60 km, écudl es la es-
cala del mapa?

27. En un plano, un edificio tiene de ancho 10 cm y de
largo 20 cm. Si la escala es 1:200, {cudles son las
dimensiones reales del edificio?

28. Si queremos hacer un plano de una casa de base
cuadrada de 50 m de lado y que en el plano sea un
cuadrado de 50 cm de lado, écudl serd la escala del
plano? Dibuja una barra de escalas en la que apa-
rezcan 1 my5m.

Q001 . , , . .,
29. = (Cudl es el area real de una habitacién que en

un plano de escala 1:200 tiene unas dimensiones
de 3 cm por 5 cm?

Sumas de angulos

0004 . .
30. =™ Silas rectas r y s son paralelas, écudnto valen
xey?

o r//'s
118 y

2><
31. Los angulos interiores de un poligono regular mi-
den 108°, {qué poligono es?

32. Calculalasumadea, b, ¢, dye.

Unidad 6



Para .
practicar @

33. Halla x e y en el siguiente paralelogramo. 43. Halla el area de la siguiente figura:

10 cm

§
4

12 cm

34. Calcula el dngulo interior de un dodecagono regular. 7 e

35. Demuestra matematicamente por qué la suma de
los angulos exteriores del pentagono es 360°. ¢{Y de
otro poligono?

44. Halla el area de las siguientes figuras:
45 mm w
13
e [
10 m =

45. Halla el area de las figuras coloreadas:

& 14 m I"
v <>
5cm

36. Halla x ey, teniendo en cuenta que ry s son paralelas.

y + 35°
r 65°
S
37. Halla x. Situacion de aprendizaje
1220 46. ¢Como colgamos los triangulos?

Longitudes y areas

38. Calcula el drea de un rombo de 5 cm de lado cuya
diagonal mayor mide 8 cm.

39. (Cuanto mide el area del siguiente trapecio rectan-

Para ordenar la clase en el dia de la geometria vamos a
gular?

colgar del techo triangulos, cuadrados y circulos. La idea

20 m es sujetarlos con un hilo y que queden perfectamente
513 m horizontales.
e a. {Como determinaremos el punto en el que sujetar

con el hilo en el caso de los cuadrados?

40. Calcula el area de un hexdgono regular de 20 cm de
lado. Recuerda que el hexdgono regular esta forma-
do por seis tridngulos equilateros.

b. ¢Y de los circulos?

c. El caso de los tridngulos parece ser mas complicado
porque tienen varios puntos conocidos importantes,

41. El area de un decagono regular de lado 10 cm es ¢podrias enumerarlos?

77 cm?, {cuanto mide su apotema? d. Por parejas, recortad un tridngulo de cartén como el

de la imagen y dibujadle sus puntos notables. Segui-
damente probad a colgarlo desde cada uno de ellos
para comprobar si se mantiene horizontal en alguno
de ellos.

42. Halla el drea de las siguientes formas:

|2,2m
&
& o
© 3m 6 cm m
25m|3m
5cm 3.5m

Unidad 6 Geometria del plano

e. A la vista de lo anterior, {a qué punto del triangulo
crees que se le puede llamar centroide o centro de
gravedad del tridangulo?

115° X E



Para

practicar @

Autoevaluacion

1. Halla x en cada caso:

95°¢ 70°

X

709

X

. Calcula el valor de x e y teniendo en cuenta que r es
paralela a s. Justifica la respuesta.

118°

. Halla a, by c en la siguiente figura. Justifica tu res-
puesta.

b L]

c
130}\

. Dibuja un tridngulo cuyos lados sean 6 cm, 8 cm y
10 cm.

. Dibuja un tridngulo rectangulo que tenga un cate-
to de 9 cm y que sea isésceles. ¢Cuanto miden sus
angulos?

. Dibuja un segmento de 6 cm y marca los puntos de
sus extremos como A y B. Dibuja el lugar geométri-
co de los puntos que distan 7 cm de Ay 9 cm de B.

. En un tridangulo equilatero:

a. Dibuja el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de los vértices. ¢Como se llama ese
punto?

b. Si mides la distancia de ese punto a uno de sus
lados y la comparas con la distancia del punto al

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

b’= myc'=_m.

c. A=30°B=60° a=8mmyc=10 mm;
°,C"'= _°a =12 mm,
_omm.

A cierta hora del dia la sombra de una torre mide
30 m. Si Ara, que mide 160 cm, tiene una sombra
de 2,4 m, icuanto mide la torre?

Halla x e y en la siguiente figura y justifica tu res-
puesta.

Dos ciudades estan a 15 cm en un mapa de escala
1:25000.

a. (A cuantos kildmetros estan realmente?

b. Si hay un estanque de 20 cm? en el mapa,
icuantos metros cuadrados tendré en realidad?

c. Dibuja una barra de escala en la que aparezcan
500 my 1 km.

{Cuanto vale x en la siguiente figura?

122°
115° X

Halla el area de un tridngulo rectangulo de base
3 dm e hipotenusa 5 dm.

Halla el drea de un trapecio isésceles de base mayor
40 hm, base menor 30 hm y lados iguales 13 hm.

Halla el 4rea de un hexagono regular de lado 2 cm.

Halla el area de la siguiente figura:

vértice opuesto, {qué relacién existe entre am- 5ldm

bas medidas? 10 dm
. Dibuja un tridngulo escaleno. Halla el lugar mé-

] gulo escaleno el lugar geomé 30dm

trico de los puntos que equidistan de los lados.
{Como se llama ese punto?

. (Qué tiene que valer el dato que falta para que los
dos tridngulos, en cada caso, sean semejantes?

Geometria del plano

18.

Halla el area del lugar geométrico de los puntos del
plano que estdn a mas de 3 cm de un punto C, pero
a menos de 7 cm del mismo punto.

Unidad 6



Curiosidades
matematicas

Proyecto Jo congtruccion | Proyecto ' |
| 4  usla | Demostia que, de los poligonos RS G —
‘;"YWOQ’%&OAM#\W{MK pote plano, el que menor oerimetro tiene con et al Area |
ﬂd@tOSﬂfV\@lAkOSd (}LV\’CYW@IAO que cubre es el hexagono. |
-0 (_QUé pOHgOﬂOS regulares cubren el p‘aﬂO?

; MLA& 180 Dibuia en GeoGebra 0 en papel seis triéngu|os eqUiléteros_ i

ame
"W’B@ggg@al\ééﬂ,,,,,, Utiliza la herramienta segmento de longitud dada, , y
mag crea uno de 5.

Con la herramienta de poligono regular, , dibuja un |
Cortasus triangulo pinchando en los dos puntos del segmento, €s |
~4nguios decir, un triangulo equilatero de lado 5. i

777777877” C 7777777777777777777‘ Con |a herramienta e|ije y mueVe’ ’ Se‘ecciOna e‘ trién_ '(
e

~ capaalos. gUlO y dup”(/:alo' haz Varias veces eso hasta que tengas 6 .
,C,,Qk\,)QEQ‘%%,,,,g,, triangulos. Unelos por sus vértices formando un hexago- |

— sobre U | v
,,,,,,,r,e,c,ta,,,,SUmaﬂ,1,8eg,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

| noy comprueba que encajany no dejan ningn hueco.

_ 180° | ¢Cuanto mide el angulo interno de un triangulo equild-
A+B+C’ tero? ¢Cuanto suman los 6 triangulos en el vértice? (Te |
- dice algo esta medida?

Repite el mismo proceso, pero crea un cuadrado, luego |
un pentagono, después, un hexagonoy un heptagono.

Copia la siguiente tabla y realiza la actividad en tu cua- |
derno.

|

iCuantos angulos se pueden
iuntar en un vértice?
iCuanto suman los angulos
que se juntan en un vértice?

7 . 2N A , v ww&ww‘wwww-ﬂiiw
De los poligonos regulares que cubren el plano, ¢cudl tiene menor peri- w&w_eg.ﬂaaﬁueuastu

metro para la misma area?

Haz una lista con los poligonos que llenan el plano y no dejan hueco.

¢ Cuanto vale el perimetro de los triangulos equilateros que tienen area
10 cm??

¢ Cuanto vale el perimetro de los cuadrados que tienen area 10 cm??

/Cuanto vale el perimetro de los hexagonos que tienen area 10 cm??
Recuerda que se pueden dividir en 6 triangulos equilateros.

;Cuél tiene menos perimetro para la misma area?

Observa un panal y escribe cudl es la razoén por la que las celda
regulares podrian haber usado las abejas? ¢Por qué crees que

s del panal son hexagonales. {Qué otros poligonos
utilizan hexadgonos en vez de los otros poligonos?

T

Unidad 6

Geometria del plano
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